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Мақалада Байестік желілер арқылы дене күйін тану əдісі ұсынылған. Байестік желілер дене бөліктерінің 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
АСТЕНОСФЕРНОГО ДИАПИРИЗМА 

 
Аннотация. В приближении Буссинеска с экспоненциальной зависимостью вязкости от температуры 

разработана численная модель процесса формирования астеносферного диапиризма. Оценены основные 
параметры, закономерности и особенности процесса. 
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Введение. Среди различных задач геофизики особое место занимает задача астеносферного 

диапиризма в верхней мантии. Она органически связана с проблемами выноса тепла с глубинных 
недр Земли, распределением полезных ископаемых в земной коре, вулканической деятельностью и 
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землетрясениями, образованием рифтовых зон, движением континентов, тектоникой плит и с 
многими другими проблемами [1-3]. Отметим, что подробная библиография по астеносферному 
диапиризму в верхней мантии Земли и проблемные вопросы в этой области приведены в 
монографии [4]. 

Важнейшей чертой геофизики, использующей физические и механические методы для изуче-
ния Земли, является то, что по необходимости большой объем работ приходится на теоретические 
методы, так как проникновение в недра Земли затруднительно. Поэтому, наряду с геологическими 
и геофизическими методами исследования Земли, важную роль играют лабораторное и матема-
тическое моделирование. Следует отметить, что лабораторное моделирование не обеспечивает 
достаточного подобия реальных тектонических процессов [5]. 

Численное моделирование, основанное на базовых уравнениях механики сплошной среды, в 
отличие от лабораторного моделирования, позволяет дать развернутую во времени количествен-
ную картину напряженно-деформируемого состояния среды, описать сценарий развития и выявить 
основные закономерности и особенности мантийного диапиризма. 

При численном моделировании астеносферного диапиризма в верхней мантии обычно исполь-
зуют две, наиболее признанные в настоящее время, физические модели [4, 6-8]. В упрощенной 
модели I реология верхней мантии и литосферы с достаточной степенью точности аппроксими-
руется ньютоновской вязкой несжимаемой жидкостью, с плотностью и вязкостью, зависящих от 
температуры. В общей модели I, кроме того, вязкость зависит еще от гидростатического давления. 
При этом теплопоглощением за счет фазовых переходов в астеносфере пренебрегают по сравне-
нию с тепловым потоком, идущим с нижних слоев астеносферы. В модели II непосредственно 
учитываются фазовые переходы, основанные на экспериментальной кривой плавления в верхней 
мантии. Земная кора и астеносфера на больших отрезках времени аппроксимируются ньютонов-
ской вязкой несжимаемой жидкостью с плотностью, зависящей от температуры и доли подплав-
ленной фазы. 

В работах [6-16] проводилось компьютерное моделирование конвективной неустойчивости, 
являющейся причиной астеносферного диапиризма. Расчеты проводились методом конечных 
разностей, либо методом конечных элементов с перестройкой расчетной сетки, либо с помощью 
распараллеливания вычислений. В [7, 14, 16] учтены фазовые переходы, учитывающие плавление 
вещества астеносферы, что приводит к ее разуплотнению. В результате проведенных расчетов 
была прослежена динамика изменения полей скоростей, давления, температур и теплового потока 
от начальной стадии до развитой стадии астеносферного диапиризма. Показано, что в результате 
образования высокотемпературного диапира в астеносфере возникают и растут со временем 
растягивающие напряжения в литосфере, и происходит небольшое утонение литосферы. 

Отметим, что проблема астеносферного диапиризма, органически связанная с другими, не ме-
нее важными проблемами геофизики, далека от своего завершения [4]. Не обсуждая достоинства и 
недостатки численных методов, применяемых в этой области, отметим, что численные исследо-
вания немногочисленны (особенно трехмерных течений), и существуют определенные трудности в 
описании границы раздела сред. 

Близкие по своей природе к задачам об астеносферном диапиризме являются задачи соляного 
диапиризма. В Казахстане многие задачи солянокупольной тектоники поставлены академиком            
Ж. С. Ержановым и решены его учениками. Были разработаны и обоснованы несколько консерва-
тивно-разностных методов с использованием монотонных разностных схем и итерационных 
процессов, базирующихся на схеме расщепления физических процессов, позволяющих корректно 
прослеживать эволюцию поверхности раздела слоев вплоть до образования соляных линз [17-19]. 
На разработку этих методов огромное влияние оказал академик Ш. С. Смагулов. В работе [19] 
подведен итог этих многолетних исследований. Работы [20-22] посвящены формированию соляных 
диапиров в температурном поле. В них показано, что мелкомасштабная конвекция в верхних гори-
зонтах земной коры оказывает существенное влияние на распределение и формирование соляных 
диапиров и, кроме того, области нефтегазовых ловушек приурочены к областям повышенных 
термических градиентов. 

В настоящей работе с помощью метода, разработанного в [20] проведено численное модели-
рование астеносферного диапиризма на основе упрощенной модели I. Обсуждаются результаты 
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расчетов, и дается физически более корректная интерпретация геофизических данных. Для 
простоты авторы ограничились двумерным случаем.  

Физическая и математические модели. На больших отрезках времени (сотни тысяч, миллио-
ны лет) земную кору, астеносферу можно считать вязкими несжимаемыми жидкостями. Это 
следует из данных об изостатическом поднятии поверхности Земли после снятия ледовой нагрузки, 
экспериментальных данных исследования ползучести горных пород при высоких температурах и 
давлениях, а также из теоретических исследований [1-4]. 

Система уравнений, описывающая движения вязкой несжимаемой жидкости в поле силы 
тяжести и перенос тепла в системе координат Оx1x2 (ось Оx2 направлена вертикально вверх), имеет 
следующий вид [23]: 

,i i ik
k i

к i k

V V pV g
t x x x

σρ ρ ρ∂ ∂ ∂∂
+ = − + +

∂ ∂ ∂ ∂
                                                   (1)  

,0=
∂
∂

k

k

x
V

                                                                             (2) 

( ) ,0=
∂
∂

+
∂
∂

k
k

V
xt

ρρ
                                                                    (3) 

( )2,1,, =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂ ki

x
Tk

xx
TV

t
TC ikik

kkk
kp εσρ                                      (4) 

k

i

i

k
ik x

V
x
V

∂
∂

+
∂
∂

=ε                                                                       (5) 

Здесь по немым индексам производится суммирование, ikσ  – девиатор тензора напряжений, ikε  – 
тензор скоростей деформации, p – давление, Vk – компоненты скорости, ig  – компоненты ускоре-
ния силы тяжести, ρ - плотность, Cp – удельная теплоемкость при постоянном давлении, k – коэф-
фициент теплопроводности, T – абсолютная температура. Радиогенные источники тепла в данной 
работе не учитываются, поэтому отсутствуют соответствующие им члены в уравнении (4). 

Система уравнений (1)–(5) замыкается реологическим соотношением, связывающим тензор 
напряжений и тензор скоростей деформаций, а также уравнением состояния, отражающим 
зависимости плотности и вязкости от температуры и давления. Из результатов работ [6, 24, 25] 
следует, что реология верхней мантии и литосферы с достаточной степенью точности может быть 
аппроксимирована упрощенной реологической моделью I, когда среда описывается ньютоновской 
вязкой несжимаемой жидкостью с экспоненциальной зависимостью кинематической вязкости от 
температуры и плотностью, не зависящей от давления: 

 ))(1( ∗
∗ −−= TTαρρ ,   ijij εµσ 2= ,   )exp(

0
0 TT

ββνν −=
                            

(6) 

Здесь T0 – некоторая фиксированная температура, вязкость при которой равна 0ν , β = const; *ρ  – 
невозмущенная плотность, зависящая от химического состава материала, или плотность при 
абсолютной температуре *T ; α – коэффициент теплового расширения.  

Область Ω в двумерной постановке задачи будем рассматривать в виде прямоугольника с 
высотой H0 = 200 км (в начальный момент времени на земную кору приходится 40 км мощности, 
на мощность верхней мантии – 160 км). Для земной коры и верхней мантии, согласно [4, 6], 
коэффициенты α,, pCk  с достаточной степенью точности можно принять постоянными во всей 

области и равными 0 0 5 04,0 /( ); 1, 2 /( ); 2, 0 10 /Рk Вт м К С кДж кг К Кα −= ⋅ = ⋅ = ⋅  их сред-
ним значениям. Средняя плотность верхней мантии, согласно [4, 6], равна *

10 ρρ =  = 3,4·103 кг/м3, 
плотность земной коры =*

2ρ  2,8·103 кг/м3, ускорение силы тяжести g = 9,9 м/с2. В качестве 

характерного значения температуры принимается 0
0 1573T K= , а *T  полагается равной K0273 . 
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Эффективная вязкость 0ν  принимается равной 1,8⋅1017 м2/с, а эффективная вязкость пластичной 

части земной коры принимается равной 20 2
2 1,8 10 /м cν = ⋅  [6, 7]. Коэффициент β выбирается из 

условия: 0
0 0 2 2( ) , ( 1073 )T T Kν ν ν ν= = = . 

Далее воспользуемся приближением Буссинеска: зависимость плотности от температуры 
учитывается только в выражении для архимедовой силы в уравнении импульса (1), а жидкость 
считается несжимаемой.  

Обозначим характерные параметры с индексом нуль. Положим 000
*
10 , νρµρρ == . За харак-

терную скорость и время примем: 0 0 0 0 0 0/ , / .pu k H C t H uρ= = Отнесем давление к 000 gHp ρ= , а 
температуру к T0. Тогда система уравнений в безразмерных переменных запишется в виде: 
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Здесь 00 Tαα = ; 00 / Tββ = ; ( )3 5
0 0 0/ 2.56 10pRa gH C kρ ν= = ⋅ - число Релея; 

23
0 0Pr / 2,04 10pC kν ρ= = ⋅  – число Прандтля; ( )2 2 6

0 0 0 0/ 2,9 10pDi k T H Cν ρ −= = ⋅  – безразмерный 

параметр диссипации. Число Прандтля входит множителем Pr–1 в левую часть безразмерных 
уравнений импульса (7), (8) и имеет порядок 1023, поэтому левые части уравнений (7), (8) можно 
положить равными нулю. В работе [23] показано, что при малых скоростях можно пренебречь вяз-
кой диссипацией, что подтверждается значением Di = 2,9⋅10

–6, но из методических соображений, при 
разработке численного метода, последний член в правой части уравнения (12) был оставлен [20].  

К системе уравнений (7)–(12) добавляются начальные и граничные условия. При t = 0 задаются 
распределения ρ и температуры T. Граничные условия могут быть разнообразными. В данном 
исследовании на боковых стенках ставились условия симметрии, а на верхней и нижней стенках – 
условия прилипания. Кроме того, на нижней стенке задавалась температура T(x), а на верхней 
стенке температура полагалась равной нулю по Цельсию. 

Таким образом, математическая модель состоит в реализации системы уравнений (7)–(12) с 
соответствующими начальными и граничными условиями. 

Численный метод. Для расчета чисто динамической задачи формирования соляных структур 
авторами был разработан и реализован численный метод [18, 19]. В тепловой задаче (7)–(12) в 
уравнениях импульса добавляется член, пропорциональный температуре, и уравнение (12), 
выражающее баланс энергии с соответствующими граничными и начальными условиями. Поэтому 
алгоритм расчета динамической части остается прежним (в дискретных уравнениях импульса 
добавляется архимедова сила, связанная с температурой, которая определяется в центре ячейки). 
Уравнение энергии аппроксимировано неявной абсолютно устойчивой схемой переменных 
направлений, которая реализуется продольно-поперечной немонотонной прогонкой. При этом 
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конвективные члены в левой части уравнения (12) аппроксимировались схемой против потока, 
гарантирующей ее монотонность.  

Реализация разностной начально-краевой задачи (7)–(12) проводится следующим образом. При 
t = 0 известны начальные значения плотности, динамической вязкости (она вычисляется из 
разностного аналога уравнений (11)) и температуры, по которым вычисляются объемные силы в 
уравнениях импульса. Разрешается разностный аналог уравнений (7)–(9), позволяющий определить 
значения компонент скорости и давления в начальный момент времени, а также распределение 
вязкостей и плотностей на первом временном слое. Разрешается разностный аналог уравнения (12), 
который дает распределение температуры по пространству на первом временном шаге. Затем 
процесс повторяется, и вычисления проводятся до необходимого временного слоя. 

В приводимых ниже расчетах вычислялся девиатор касательных напряжений τ, который 
обычно используется при расчете на прочность горных пород. Критерий прочности, часто исполь-
зуемый на практике, гласит: если девиатор касательных напряжений τ меньше определенного 
предела τпр, то разрушение горной породы не происходит; если девиатор касательных напряжений 
τ больше или равен τпр, то происходит разрушение горной породы. Для плоской деформации 
критерий выглядит так: 

прτσσστ ≤+−= 2
12

2
1122 4)(

 Здесь под горной породой мы подразумеваем земную кору. Сначала численным моделированием 
определяются поля давлений, скоростей и температуры. Затем численным дифференцированием 
(через центральные разности на разнесенных сетках) определяются поля напряжений σ11, σ22, σ12            
и τ. Далее выделяются зоны повышенных концентраций девиатора касательных напряжений, что 
позволяет при более детальных расчетах определить вероятные зоны разрушения земной коры.  

Результаты расчетов. Построенные физическая, математическая и дискретная модели позво-
ляют оценить характерные параметры формирования астеносферного диапира и сделать адекват-
ную геофизическую интерпретацию этого процесса. 

На рисунках 1, а–г приведены профили изотерм и поля скоростей для двух моментов времени 
формирования астеносферного диапиризма. На нижней границе области задавалась температура 
1573 K0, а в двух центральных соседних точках нижней границы области температура была задана 
на 20% выше, что моделирует неоднородность теплового потока с нижних слоев верхней мантии.  

Расчеты показали, что процесс формирования астеносферного диапира протекает неравно-
мерно. Сначала процесс формирования астеносферного диапира со временем ускоряется, а затем 
замедляется и примерно через 36 млн. лет выходит на стационарный режим. 

Значение максимальной скорости меняется от 1 до 12,4 км/млн. лет, достигая максимума при               
t = 13.6 млн. лет, с постепенным выходом на стационарное значение 2,8 км/млн. лет. На рисун-          
ках 1, в–г отчетливо видны две конвективные ячейки в верхней мантии. Интенсивность поля 
скоростей существенно выше на более раннем этапе (рисунок 1, в) развития процесса, чем на более 
позднем (рисунок 1, г). Рисунки 1, а–б свидетельствуют о том, что изотермы высоких температур 
изогнуты сильнее, чем изотермы низких температур. Этот факт указывает на более интенсивные 
движения и в областях с большей температурой, что подтверждается рисунками 1, в–г. При этом 
тепловой поток в центральной части расчетной области повышается, а на периферии падает, что 
связано с опусканием вещества в этой области. Отметим, что значения основных параметров, 
характеризующих формирование астеносферного диапира, близки численно к значениям харак-
терных параметров работы [6]. 

На рисунках 1, а–г в процессе формирования астеносферного диапира отчетливо просматри-
вается утонение земной коры в центральной части области и практически незаметное опускание на 
этих рисунках земной коры на периферии (в силу того, что земная кора моделируется несжи-
маемой жидкостью). Расчеты показали, что этап медленного утонения земной коры сменяется 
этапом относительно быстрого утонения. Через 36 млн. лет утонение земной коры в центральной 
части составляет 5,2 км, а в ее периферийной части опускание составляет 0,4 км. Наибольшие зна-
чения девиатора касательных напряжений достигаются в областях земной коры, непосредственно 
примыкающих в области утонения к астеносфере. В результате в этих областях происходит 
хрупкое разрушение земной коры с образованием трещин, после чего происходит подъем магмы 
по этим трещинам [26].  
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Рисунок 1 – Распределение изотерм (а, б) и поля скоростей (в, г) формирования астеносферного диапиризма  

в моменты времени t = 12 млн. лет (а, в) и t = 36 млн. лет (б, г) 
 

Отметим следующее обстоятельство. На рисунке 1, г плотность астеносферы в области утоне-
ния земной коры равна 3,06⋅103 кг/м3, что больше плотности земной коры 2,8⋅103 кг/м3, и, следова-
тельно, сила плавучести имеет отрицательный знак на границе астеносфера – земная кора. Тем не 
менее, утонение земной коры здесь происходит. В чем же здесь причина утонения земной коры? 
Причина здесь заключается в конвекции. Действительно, в верхних центральных слоях астено-
сферы, примыкающих к нижней подошве земной коры, за счет конвекции, сила плавучести 
положительна. Поэтому сила воздействия на земную кору в центральной части области со стороны 
астеносферы имеет вертикальную составляющую, направленную вверх, в результате чего 
происходит утонение земной коры. На периферии же силы плавучести отрицательны, поэтому 
вертикальная составляющая этих сил, направлена вниз, в результате чего происходит опускание 
земной коры в этих областях.  

Значение эффективной вязкости ν2 = 1,8⋅1020 м2/с для земной коры представляется занижен-
ным. Поэтому были проведены расчеты, когда эффективная вязкость изменялась в пределах от 
1,8⋅1016 м2/с до 1,8⋅1023 м2/с, при прочих равных параметрах задачи. 

Расчеты показали, что утонение и опускание земной коры не происходит: граница раздела 
между земной корой и астеносферой остается прямолинейной. Для того, чтобы получить утонение 
земной коры, необходимо увеличивать тепловой поток на нижней границе астеносферы, как это 
сделано, например, в работе [6]. 

На рисунках 2, а–е приведены профили изотерм и поля скоростей для трех моментов времени 
формирования астеносферного диапиризма при наличии двух термически симметричных возму-
щений тепловой границы области. На нижней границе области задавалась температура 1573 K0, а 
на периферии границы задавались два симметричных возмущения температуры (на 20% выше). 
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Рисунок 2 – Распределение изотерм (а, б, в) и поля скоростей (г, д, е) формирования астеносферного диапиризма  

в моменты времени t = 0 млн. лет (а, г); t = 18 млн. лет (б, д); t = 36 млн. лет (в, е)  
при воздействии двух симметричных термических возмущений (а, б, в) 

 
Как видно из рисунков 2, а–е, конвективные ячейки поменяли ориентацию на противополож-

ную (см. рисунки 1, в–д). Область пониженных температур характерна для центральной части 
области, и наоборот, области повышенных температур – для ее периферийной части. В результате 
происходит неравномерное проседание земной коры в центральной части области. При t = 36 млн. 
лет проседание земной коры составляет 5,6 км, а утонение земной коры в периферийной области 
составляет 0,4 км. Повышенные значения девиаторов напряжений в земной коре наблюдаются в 
периферийной ее части, где возможно внедрение магмы по трещинам, образованным в результате 
разрушения земной коры. 

В заключение отметим, что применение упрощенной модели I для описания астеносферного 
диапиризма ограничено относительно небольшим диапазоном изменения эффективной вязкости и 
относительно умеренным тепловым потоком с нижних слоев верхней мантии. 
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АСТЕНОСФЕРЛЫҚ ДИАПИРИЗМАНЫ САНДЫҚ ҮЛГІЛЕУ 
 

Тұтқырлықтың температурадан экспоненциалды тəуелділігінің Буссинеск жуықтауында астеносферлық 
диапиризмнің қалыптасу үрдісінің сандық үлгісі жасалынды. Үдерістің негізгі параметрлері, заңдылықтары, 
жəне ерекшеліктері бағаланды. 

 Тiрек сөздер: астеносфера, диапир, жер қыртысы, тиімді тұтқырлық. 
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NUMERAL DESIGN OF ASTENOSFERNOGO DIAPIRIZMA 
 

In approaching of Bussineska with exponential dependence of viscidity on a temperature the numeral model of 
process of forming of astenosfernogo diapirizma is developed. Basic parameters, conformities to law and features of 
process, are appraised. 

 Keywords: astenosphere, diaper, the earth's crust, effective viscidity. 
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ОБ ОДНОЙ ЧИСЛЕННОЙ РЕАЛИЗАЦИИ МЕТОДА 

ПАРАМЕТРИЗАЦИИ РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ НАГРУЖЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ  

 
Аннотация. Разбиением интервала точками нагружения и введением дополнительных параметров 

линейная двухточечная краевая задача сводится к эквивалентной краевой задаче с параметрами. Решением 
матричных и векторных задач Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений на подинтервалах 
построена система линейных алгебраических уравнений относительно параметров. Предложен численный 
метод решения рассматриваемой задачи, основанный на решении построенной системы и методе Рунге-
Кутта 4-го порядка для решения задач Коши на подинтервалах. 

Ключевые слова: краевая задача, метод параметризации, нагруженные дифференциальные уравнения. 
Тірек сөздер: шеттік есеп, жүктелген дифференциалдық теңдеулер, параметрлеу əдісі. 
Keyword: boundary value problem, loaded differential equations, parameterization method. 


